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 ي دهم رياضيپايه................................... ................................... ....................................1ي هندسه درسنامه

  )1ي صفحه( 

  موسفصل 

   ي هاي آنهاگچندضلعي ها و ويژ: درس اول  

  .ضلعي هاي مهم و ويژگي هاي آنها را بيان مي كنيمچند ضلعي را معرفي و سپس چهاردر اين درس، مفهوم 

  چند ضلعي مفهوم 

  . مي نامندچند ضلعيرا باشد، هر شكل كه از اجتماع حداقل سه پاره خط با ويژگي هاي زير 

  .ط دقيقاً با دو پاره خط ديگر و فقط در نقاط ابتدا و انتها مشترك باشدخهر پاره : الف 

  .اشندب كه در يك انتها مشترك باشند روي يك خط ن خطهر دو پاره: ب 

  :شكل هاي زير : مانند

  

  

  

  

  طبق تعريف هر يك از شكل هاي زير چند ضلعي نمي باشند؟چرا؟: توجه 

  

  

  

  

***  

  هاچند اصطلاح در مورد چند ضلعي 

  . مي نامندضلعي يك چند ضلعي را  هر يك از پاره خط هاي تشكيل دهنده:الف 

  . مي نامندرأسهر يك از نقاط ابتدا و انتهاي هر ضلع در چند ضلعي را  :ب 

  . مي نامنددو ضلع مجاور دو ضلع كه در يك رأس مشترك باشند را :ج 

 )ج( )ب( )الف(

 )د( )ج( )ب( )الف(
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  )2ي صفحه ( 

 مـي نامنـد و در غيـر ايـن           رأس هاي مجاور   كه توسط يك ضلع به هم متصل شده باشند را         دو رأس   هر   :د  

  . مي گويندغير مجاورصورت آنها را 

 مي نامند و در غيـر ايـن   ي مجاوردو زاويه  دو زاويه از يك چند ضلعي كه در يك ضلع مشترك باشند را                :هـ

  .نديو مي گغير مجاورصورت آنها را 

  .مي گويندقطر م  متصل مي كند را هر پاره خط كه دو رأس غير مجاور از يك چند ضلعي را به ه :و 

  . با توجه به چهار ضلعي زير به سئوال هاي داده شده پاسخ دهيد :1تمرين

  .نام يك ضلع را بنويسيد: الف 

  .دو ضلع مجاور و دو ضلع غير مجاور بنويسيد: ب 

  .دو رأس مجاور و دو رأس غير مجاور را نام ببريد : ج

  .ي غير مجاور بنويسيدي مجاور و دو زاويهدو زاويه : د

  .تمام قطرهاي اين چهار ضلعي را رسم كنيد: هـ 

 در نامگذاري چندضلعي ها بايد رؤس را هم جهت يا در خلاف جهت حركت عقربه هاي ساعت نام :توجه 

  ACBD و نگوييم چهارضلعيABCDچهارضلعيبگوييم براي مثال . برد و غير آن نادرست است

  . را رسم كنيدمقابل قطرهاي چهارضلعي  :2تمرين

  

***  

  چند ضلعي هاي محدب و مقعر

خـط شـامل هـر ضـلع     يك چند ضلعي را محدب گوييم، هرگاه با در نظر گرفتن     

  .ي نقاط چند ضلعي در يك طرف آن خط واقع مي شوند، بقيه) امتداد ضلع(آن

  . نامندهر چند ضلعي كه محدب نباشد را مقعر مي

  

  

  . درجه وجود ندارد180ي داخلي بيشتر از  در چند ضلعي محدب ، زاويه:نتيجه 

A 

B 

C 

D 

 چند ضلعي محدب

 قعر مچند ضلعي
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  )3ي صفحه( 

  . دو شش ضلعي رسم كنيد كه يكي محدب باشد و ديگري محدب نباشد :3تمرين

  .كنيد چهارضلعي مقعر رسم يك  :4تمرين

)( برابرضلعي محدب nهرتعداد قطر هاي : قضيه  3
2

1 −nnاست .  

مي توان رسم   قطر   n−3 ضلعي محدب به تعداد    n كه از هر رأس يك      است واضح: اثبات  

)( برابر ي رسم شده،  پس تعداد كل قطرها   . كرد 3−nn ا  .  استدر مشخص اسـت كـه ،       ام

)(برابـر بنابراين تعداد واقعي قطرها     . دشومي  اين محاسبه هر قطر دو بار شمرده         3
2

1 −nn 

  .مي باشد

1802 ضلعي محدب برابرnهاي داخلي هر  مجموع زاويه:قضيه  ×− )(nدرجه است .  

 از طرفي مجموع .)چرا؟( مثلث به دست آورد n−2توان  ضلعي محدب ميnواضح است كه در هر: اثبات 

هاي داخلي  دانيم كه مجموع زاويه ا مي ام.ها است هاي داخلي اين مثلث  ضلعي برابر مجموع زاويهnهاي زاويه

1802 ضلعي برابرn داخليهاي  پس مجموع زاويه. مي باشد درجه180هر مثلث  ×− )(nاست .  

  

  

  

  

  .مجموع زاويه هاي داخلي چهارضلعي محدب را تعيين كنيد : 5تمرين

  .هاي داخلي يك دوازده ضلعي محدب را تعيين كنيد هاي زاويه  مجموع اندازه :6تمرين

  .  ضلعي محدب را تعيين كنيد15تعداد قطرهاي يك   :7تمرين

  ب دو برابر تعداد اضلاع آن استتعداد قطرهاي يك چندضلعي محد   :8تمرين

  . هاي داخلي آن را پيدا كنيد مجموع زاويه) ب .                                      تعداد اضلاع را بيابيد) الف   

  : درجه است 540هاي داخلي يك چند ضلعي محدب    مجموع زاويه :9تمرين

  .تعداد قطرهاي آن را محاسبه كنيد) ب               .                  تعداد اضلاع آن را بيابيد) الف   

  . درجه است360 ثابت كنيد كه مجموع زاويه هاي خارجي هر چند ضلعي محدب   :10تمرين

  ضلعي6  ضلعي5 ضلعي 4  ضلعي3
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  )4ي صفحه ( 

  چهارضلعي هاي مهم و ويژگي هاي آنها

 مـي   مقابـل  و در غير اين صورت آنها را         مجاور باشند را    ك مشتر رأس كه در يك     دو ضلع ،  در هر چهارضلعي  

  .امندن

 BC وABضلع شكل مقابل ABCDبراي مثال در چهارضلعي

  . مقابل مي باشندCD وABمجاور و دوضلع

در ادامه به معرفي چهار ضلعي هاي خاص مي پردازيم و خواص آنها را 

  .سي مي كنيمبرر

  متوازي الاضلاع: الف 

  .الاضلاع چهارضلعي است كه اضلاع مقابل آن دو به دو موازي يكديگر باشند متوازي

  

  

  

 .الاضلاع، اضلاع مقابل مساوي يكديگرند  در هر متوازي)قضيه 

          

BCAD DCAB و ||   فرض : ||

BCAD DCAB و =     حكم : =

  : آنگاه داريم .كنيم را رسم مي) BDمثلاً(الاضلاع  يكي از قطرهاي متوازي: اثبات 

BCADDCABBCDABD

tz

BDBD

yx

==→∆≅∆ →








∠=∠
=

∠=∠
,)()(

زضز
  

  .الاضلاع است چهارضلعي متوازي  اگر در يك چهارضلعي دو ضلع مقابل موازي و متساوي باشند،)قضيه 

  BCAD DCAB                       حكم : ||
||
  فرض : =

  : آنگاه داريم .كنيم را رسم مي) BD مثلاً(يكي از قطرهاي چهارضلعي : اثبات 

A 

B 

C 

D 

A 

B C 

D 
ADBC

CDAB

||

||
 

A B 

C D 

z 
t 
y 

x 

  مشترك
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  )5ي صفحه( 

)()(|| BCDABD

BDDB

yxACAB

DCAB

∆≅∆ →








=
∠=∠→

=
ضزض

  

BCADtz ||→∠=∠→  

  .الاضلاع است  متوازيه دو مساوي باشند، چهارضلعياگر در يك چهارضلعي، اضلاع مقابل دو ب )قضيه 

 BCAD DCAB  و || BCADحكم                                : || DCAB و =   فرض : =

  : آنگاه داريم .كنيم رسم ميرا ) BDمثلاً (يكي از قطرهاي چهارضلعي : اثبات 





→=
→=

→∆≅∆ →








=
=
=

BCADtz

DCAByx
BDCABD

BCAD

BDBD

DCAB

||ˆˆ

||ˆˆ
)()(

  ض ضض
  

  .هاي روبرو مساويند الاضلاع زاويه  در هر متوازي)قضيه 

  .آنگاه داريم. كنيم را رسم مي) BDمثلاً  (الاضلاع  يكي از قطرهاي متوازي: اثبات 

CABCDABD

BDDB

BCAD

DCAB

∠=∠→∆≅∆ →








=
=
=

)()(
ضضض

  

DBشود كه  ثابت مي ACو به همين ترتيب و با رسم قطر ∠=∠  

 .الاضلاع است هاي مقابل مساوي باشند، چهارضلعي متوازي  اگر در يك چهارضلعي زاويه)قضيه 

  : اثبات 

  

ty zx   و  ∠=∠   فرض : ∠=∠

  دانيم كه  مي: اثبات 

3601802 =×=∠+∠+∠+∠ tzyx  

tyهمچنين طبق فرض داشتيم كه  zx  و ∠=∠    لذا∠=∠

)(118036022
2 =∠+∠→=∠+∠ ÷ yxyx  

  :آنگاه داريم. دهيم  امتداد ميCرأس را از طرف BCحال ضلع

  موربBDو 

 مشترك

 طبق فرض

 طبق فرض

C

BA

D

t  

yx

z  u 
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  )6ي صفحه ( 

)(2180
180

=∠+∠→




=∠+∠
∠=∠

ux
uz

zx
 

  .جه مي گيريمنتي) 2( و )1(اكنون از تساوي هاي 

DCABuy ||→∠=∠→  

BCADشود كه و به همين ترتيب ثابت مي  ||  

 .ي مجاور به هر ضلع مكمل يكديگرندالاضلاع، دو زاويه  در هر متوازي)قضيه

  دهيم آنگاه امتداد ميBيرا از طرف نقطه ABضلع : اثبات 

)(1180o=∠+∠ yz  

BCADهمچنين چون   باشد پس  مورب ميAB و ||

)(2zx ∠=∠  

  :مي توان نوشت ) 2( و )1(و با توجه به نتايج 

o180=∠+∠ yx   

آن چهارضلعي ،نداگر در يك چهارضلعي زاويه هاي مجاور به يك ضلع مكمل يكديگر باش) قضيه

  .الاضلاع است متوازي

o180=∠+∠ yx : فرض  

  . آنگاه داريم،دهيم امتداد ميBرأس را از طرف ABضلع: اثبات 

BCADzx
zy

yx
||→∠=∠→





=∠+∠
=∠+∠

180

180
  

DCABشود كه  و به همين ترتيب ثابت مي ||  

 . كنند الاضلاع قطرها همديگر را نصف مي وازي در هر مت)قضيه 

  .كنيم آنگاه داريم الاضلاع را رسم مي قطرهاي متوازي: اثبات 

  

D

BA

C

yx z

C

BA

D

x y

z tO
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  )7ي صفحه( 

)()(

||

||

CODAOB

zyDCAB

DCAB

txDCAB

∆≅∆ →








∠=∠→
=

∠=∠→
  ز ضز

  

 OCOBODOA ==→ ,  

 .الاضلاع است كنند، متوازي هر چهارضلعي كه قطرهاي آن يكديگر را نصف مي) قضيه 

  

  : آنگاه داريم ،كنيم ا رسم ميقطرهاي چهارضلعي ر: اثبات 

  

  





=
→∠=∠

→∆≅∆ →








=
∠=∠

=

DCAB

DCABtx
CODAOB

OCOB

ODOA
||

)()(
  βαضزض

  .و لذا چهار ضلعي متوازي الاضلاع است

***  

  مستطيل: ب 

 به عبارتي ديگر،    .ي زاويه هاي آن قائمه هستند     مستطيل چهارضلعي است كه همه    

  .الاضلاعي است كه يك زاويه قائمه داشته باشد مستطيل، متوازي

هاي مجاور به هر ضلع مكمل  الاضلاع زاويه هر متوازي دراينكه  بنابر: نتيجه

 . پس هر مستطيل چهار زاويه قائمه دارد.باشند هاي مقابل مساوي همديگر مي يكديگر بوده و زاويه

 . در هر مستطيل قطرها مساوي يكديگرند)قضيه 

 

  :كنيم آنگاه داريم   قطرهاي مستطيل را رسم مي:اثبات

      

BDACBDCADC

DCDC

CD

BCAD

=→∆≅∆ →








=
=∠=∠

=
 ض زض)()(

90o  

  موربADو

  موربBCو

C

BA

D

x y

z t
O

α 

β 

 متقابل به رأس

C

BA

D

C

BA

D  
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  كايت : پ

  .نامند الساقين هم قاعده تشكيل شده باشد را كايت مي هر چهارضلعي كه از دو مثلث متساوي

  

DCBC ADAB و= = 

  

 .استقطر كوچك عمودمنصف  بزرگ  در هر كايت قطر )قضيه

  : آنگاه داريم .كنيم قطرهاي كايت را رسم مي: اثبات 

  

  

yxADCABC

DCBC

ACAC

ADAB

∠=∠→∆≅∆ →








=
=
=

)()(
 ض ضض

  

 رأس بر يالساقين نيمساز زاويه دانيم كه در هر مثلث متساوي است از طرفي ميAي نيمساز زاويهACيعني

  . استBD عمود منصفACميانه و ارتفاع وارد بر ضلع مقابل آن منطبق است و لذا

  لوزي : ت

لوزي،  به عبارتي ديگر .لوزي چهارضلعي است كه هر چهارضلع آن هم اندازه باشند

  .الاضلاعي است كه اضلاع آن مساويند متوازي

 . در هر لوزي قطرها عمودمنصف يكديگرند) قضيه

  :كنيم آنگاه داريم  قطرهاي لوزي را رسم مي: اثبات 

yxADCABC

DCBC

ACAC

ADAB

∠=∠→∆≅∆ →








=
=
=

)()(
 ض ضض

  

  

A

C

BD

A

C

BD
x y 

A C

B

D

x 

Oy 

A C

B

D
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  )9ي صفحه( 

 رأس يالساقين نيمساز زاويه دانيم كه در هر مثلث متساوي  از طرفي مي. استAينيمساز زاويه ACيعني

ين ترتيب مه به .است BD عمود منصفAC لذا.مي باشدبر ميانه و ارتفاع وارد بر ضلع مقابل آن منطبق 

  .است ACعمود منصفBDمي توان ثابت كرد كه 

***  

  مربع : ث

هر چهار به عبارتي ديگر . ي آن قائمه باشدچهارضلعي است كه هر چهارضلع آن هم اندازه و حداقل يك زاويه

  .ضلعي كه يكي از شرايط زير را داشته باشد را مربع مي نامند

  .لوزي كه يك زاويه قائمه داشته باشد: الف

  .مستطيلي كه تمام اضلاع آن مساويند: ب

 .مربع نوعي مستطيل است و لذا قطرهاي آن با هم مساويند : 1ي نتيجه

هاي نظير نيز  مربع نوعي لوزي است و لذا قطرهاي آن عمودمنصف يكديگر بوده و نيمساز زاويه : 2ي نتيجه

  . باشند مي

***  

  ذوزنقه:  ج

   .ذوزنقه چهارضلعي است كه فقط دو ضلع آن موازي يكديگرند

و هر يك از دو ضلع غير موازي را در هر ذوزنقه دو ضلع موازي را قاعده 

 عمود است را ارتفاع  ي ذوزنقهخطي كه بر هر دو قاعده پاره. ساق مي نامند

 . گويندمي

   .ي قائم الزاويه مي باشندساقين و ذوزنقهي متساوي ال، ذوزنقهانواع ذوزنقه از دو نوع مهم 

  .اي است كه دو ضلع ناموازي آن مساويند ذوزنقه: الساقين  ي متساوي ذوزنقه :1

  .ي قائمه داشته باشداي است كه يك زاويه ذوزنقه: الزاويه  ي قائم ذوزنقه :2

  

  

A

C

B

D

A

C

B

D

 ي كوچكقاعده

 ي بزرگقاعده

DCAB ||  

H 

 ارتفاع
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  .اويندي مجاور به هر قاعده مسي متساوي الساقين، دو زاويه در ذوزنقه)قضيه

ي  تـا قاعـده    كنـيم    رسم مـي   AD را موازي  BEخطBاز رأس : اثبات  

DC  يدر نقطه راEدر ايـن صـورت چهارضـلعي   ، .قطع كندABED 

BEADت، لذا متوازي الاضلاع اس   BCADاز طرفـي   .=   پـس  =

BCBE ytو در نتيجه = ∠=∠   

BEADهمچنين چون txپس، باشد مورب ميDC و|| yx و در نتيجه∠=∠ ∠=∠  

∠+∠=180ن حال چو DA 180 و=∠+∠ CB  .پسBA ∠=∠  

  .تاس  متساوي الساقيني مجاور به قاعده مساوي باشند، آن ذوزنقهكه دو زاويهذوزنقه هر  در )قضيه

 تـا   كنـيم    رسـم مـي    ADرا موازي BEخطBاز رأس . د مساوين D و Cيدو زاويه فرض كنيم كه    : اثبات  

 و   متـوازي الاضـلاع اسـت      ABEDدر ايـن صـورت چهارضـلعي       .قطع كند  Eيرا در نقطه  DCيقاعده

BEADلــذا xt همچنــين. = yxو چــون،  ∠=∠ ytلــذا ∠=∠ BCBE پــس∠=∠ در . =

BCADنتيجه =   

  .ي متساوي الساقين دو قطر مساويند در ذوزنقه)قضيه

  :با توجه به شكل مقابل داريم : اثبات 

  

  

BDACABCABD

BCAD

BA

ABAB

=→∆≅∆ →








=
∠=∠

=
)()(

 ض زض
  

  .استذوزنقه متساوي الساقين آن  در هر ذوزنقه كه دو قطر مساوي باشند، )قضيه

   موازيند، پس DC وABي چون دو قاعده. را رسم مي كنيمBK وAHابتدا دو ارتفاع: اثبات 

BKAH =  

  

D  

A

C

B

A

C

B

D

x z t y

E

D  

A

C

B

x y 
H K 
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  . همنهشت هستندBKD  وACHاكنون ثابت مي كنيم كه دو مثلث

yxBKDACH
BKAH

BDAC
∠=∠→∆≅∆ →





=
=

)()(
ضلع يك  ووتر

  

  . همنهشت هستندBCD و ADCو در نهايت ثابت مي كنيم كه دو مثلث 

BCADBCDACD

DCDC

xy

BDAC

=→∆≅∆ →








=
∠=∠

=
)()(

 ض زض
  

***  

  :حل چند تمرين 

  .ضلع ها برابر است  ضلعي تعداد قطرها وn در كدام :1

  : طبق مسئله مي توان نوشت:حل 

nnn =− )( 3
2

1
  

 تقـسيم  nپس دو طرف اين تساوي را بـر .  مي باشد 3و بزرگتر يا مساوي   و چون تعداد اضلاع عددي صحيح       

  .مي كنيم

52313
2

1 2 =→=−→=− × nnn )(  

  . برابر تعداد اضلاع استسه در كدام چند ضلعي تعداد قطرها  :2

  :طبق مسئله مي توان نوشت: حل 

nnn 33
2

1 =− )(  

 تقـسيم  nپس دو طرف اين تساوي را بـر .  مي باشد 3و چون تعداد اضلاع عددي صحيح و بزرگتر يا مساوي         

  .مي كنيم

96333
2

1 2 =→=−→=− × nnn )(  
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  .  آن متوازي الاضلاع، مستطيل است،ثابت كنيد كه اگر در متوازي الاضلاعي قطرها مساوي باشند   :3

 :كنيم آنگاه داريم   را رسم ميمتوازي الاضلاعيقطرهاي : اثبات 

  

      

  

CDBDCADC

BDAC

DCDC

BCAD

∠=∠→∆≅∆ →








=
=
=

)()(
 ض ضض

  

  : ي مجاور ، مكمل همديگر مي باشند،  پس و چون در هر متوازي الاضلاع دو زاويه

90180 =∠=∠ →=∠+∠ ∠=∠ CDCD CD
  

  . تطيل مي باشدسي قائمه دارد، پس ملذا اين متوازي الاضلاع زاويه

  . نشان دهيد متوازي الاضلاعي كه قطرهاي آن بر هم عمود باشند، لوزي است :4

  .ضلاع ، مساويند كافي است كه نشان دهيم ، دو ضلع مجاور اين متوازي الا :اثبات

  :چون در هر متوازي الاضلاع دو قطر منصف يكديگر مي باشند، پس  

BODO =  

  :لذا مي توان نوشت

  

BCDCBOCDOC

OCOC

OO

BODO

=→∆≅∆ →








=
∠=∠

=
)()(

 ض زض
21  

  .ي آن باشد، لوزي است نشان دهيد متوازي الاضلاعي كه در آن حداقل يك قطر نيمساز يك زاويه :5

ن دهـيم ، دو ضـلع مجـاور ايـن متـوازي الاضـلاع ،            كافي است كه نشا     :اثبات

   .مساويند

ي مقابـل مـساوي يكـديگر مـي     چون در هر متوازي الاضلاع دو زاويهاز طرفي   

  . ي مقابل آن نيز مي باشد نيمساز هر زاويه ، نيمساز زاويهسپباشند، 

C

BA

D  

A 

B 

C 

D 
O 

1 2 

A 

B 

C 

D 
O 

1 2 

1 2 
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  :لذا مي توان نوشت

ABADABCADC

CC

COAO

AA

=→∆≅∆ →








∠=∠
=

∠=∠
)()(

 ض زز

21

21

  

  . درجه نصف وتر است30يالزاويه، ضلع روبرو به زاويه ئمثابت كنيد كه در هر مثلث قا  :6

ي خـودش از     درجه به انـدازه    30ي   روبرو به زاويه   BC ضلع  :اثبات

سـپس  . بدسـت آيـد   Dي امتداد مي دهيم تا نقطهBيطرف نقطه 

 ABCمثلث در اين صورت دو  . وصل مي كنيم   A را به  Dينقطه

  . مي آيددست  به ABDو

  







=∠=∠
=∠=∠→∆≅∆ →









=
=∠=∠

=

60

30
90  ض زض21

21
CD

AA
ABDABC

BDBC

BB

ABAB
o

o )()(  

 درجه 60برابر ي ديگر اين مثلث  درجه است، و چون دو زاويه60 برابر DACي زاويهACDو لذا در مثلث

  :در نتيجه . دنهستند، لذا اين مثلث متساوي الاضلاع مي باش

ACDC =  

  :لذا خواهيم داشت

ACBC =2  

  :يعني 

2

AC
BC =  

  .ف وتر استي وارد بر وتر نصميانهي اندازه ثابت كنيد كه در هر مثلث قائم الزاويه،   :7

 Mيي خودش از طرف نقطه را به اندازهAMيميانه: اثبات 

 را به Dينقطه.  به دست آيدDي تا نقطه.امتداد مي دهيم

 ABDC چهارضلعي  دو قطر چون. وصل مي كنيمCوBنقاط

30 
1 2 

60 

D B C 

A 

1 2 

M 

B 

A C 

D 
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ي قائمه است، پس مستطيل توازي الاضلاع مي باشد و چون داراي زاويهمساويند، پس اين چهارضلعي م

  :لذا خواهيم داشت. در مستطيل قطرها مساويند. است

BCAD =  
  :لذا خواهيم داشت

BCAM =2  
  :يعني 

2

BC
AM =  

  درجه نصف وتر30يبه كمك تمرين قبل ثابت كنيد كه در هر مثلث قائم الزاويه ضلع روبرو به زاويه  :8

  .است

 درجه است، لذا بايد 30 برابرAي زاويهABCيچون در مثلث قائم الزاويه :حل 

 را رسم BMي وارد بر وتر يعني حال اگر ميانه. درجه باشد60 برابرBيزاويه

MCAMBMطبق تمرين قبل. كنيم  AMBپس مثلث . است==

301متساوي الساقين بوده و =∠B .  602از اينجا نيز معلوم مي شود =∠B  

601خواهيم داشتBMCلذا در مثلث =∠M .در نتيجه مثلثBMC 

BMBCمتساوي الاضلاع است و و در نهايت خواهيم داشت. =
2

AC
BC =  

ي آن ضلع باشـد، آن مثلـث        ي وارد بر يك ضلع، نصف اندازه      ميانهي  دازهان ثابت كنيد كه اگر در مثلثي ،          :9

  .قائم الزاويه است

 Mيي خـودش از طـرف نقطـه        را به اندازه   AMيميانه: اثبات  

 را بـه    Dينقطـه .  بـه دسـت آيـد      Dيتا نقطـه  . امتداد مي دهيم  

 چـــون. وصـــل مـــي كنـــيم  CوBنقـــاط
2

BC
AM  و =

MDAM  پس =
2

AD
AM BCADلذا  .= پس  مساويند، ABDCدو قطر چهارضلعي   يعني ،=

  . قائمه استBACي قائم الزاويه و زاويه ABC نتيجه مثلث در. اين چهارضلعي مستطيل است

  

30 

1 
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60 

B C 
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  :داريم در دو چهارضلعي مقابل  :10

DCCD CCو =′′ CBBC و∠=∠′ BB و=′′ BAAB و∠=∠′ ′′=  

  

  

  

  

  چگونه مساوي بودن اندازه هاي ساير ضلع ها و زاويه ها را نتيجه مي گيريد؟

  

CA وAC ابتدا قطرهاي:حل    :در اين صورت خواهيم داشت.  را رسم مي كنيم′′

  

    

  

  









′∠=∠
′∠=∠
′′=

→′′′∆≅∆ →








′′=
′∠=∠
′′=

11

11
 ض زض

CC

AA

CAAC

CBAABC

CBBC

BB

BAAB

)()(  

CCو چون  22 . لذا نتيجه مي شود∠=∠′ CC ′∠=∠  









′∠=∠
′∠=∠
′′=

→′′′∆≅∆ →








′′=
′∠=∠
′′=

DD

AA

DAAD

CDAADC

CDDC

CC

CAAC

22
 ض زض

22 )()(  

AAAAAA
AA

AA
′∠=∠→′∠+′∠=∠+∠→





′∠=∠
′∠=∠

2121
22

11  

  .در نتيجه اندازه هاي ساير ضلع ها و زاويه هاي متناظر مساوي است
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D 
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  :در دو چهارضلعي مقابل داريم  :11

DD DCCD  و∠=∠′ CC  و=′′ CBBC  و ∠=∠′ BB و =′′ ′∠=∠  

  

  

  

  

  چگونه مساوي بودن اندازه هاي ساير ضلع ها و زاويه ها را نتيجه مي گيريد؟

DBو BDابتدا قطرهاي :حل    :در اين صورت خواهيم داشت.  را رسم مي كنيم′′

  

  

  

  









′∠=∠
′∠=∠
′′=

→′′′∆≅∆ →








′∠=∠
′′=
′′=

22

22
 ض زض

DD

BB

DBBD

CDBBDC

CC

CDDC

CBBC

)()(  

BBو چون 11 . لذا نتيجه مي شود∠=∠′ BB ′∠=∠  

DDچونهمچنين  11 .نتيجه مي شودباز  ∠=∠′ DD ′∠=∠  









′′=
′′=
′∠=∠

→′′′∆≅∆ →








′∠=∠
′′=
′∠=∠

DAAD

BAAB

AA

DBAABD

DD

DBBD

BB

)()(
زضز

11

22

  

  .در نتيجه اندازه هاي ساير ضلع ها و زاويه هاي متناظر مساوي است

  

  

  

B′ 

C′ 

D′ 

A′ 

B 

C 
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B′ 

C′ 

D′ 

A′ 
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  .ي مقابل موازي يكديگرندثابت كنيد كه در هر متوازي الاضلاع نيمساز هاي دو زاويه  :12

DxBy   حكم : ||

  :پس . ي مقابل مساوي يكديگرندمي دانيم كه در هر متوازي الاضلاع دو زاويه: اثبات 

  

ByDx

BD
BD

DCAB |||| →∠=∠ →

∠=∠→∠=∠→∠=∠

∠=∠→

÷

θβ

αβ

θα
22

2

  

  

***  

  .ي مجاور، بر يكديگر عمودندزي الاضلاع نيمساز هاي دو زاويه ثابت كنيد كه در هر متوا :13

CxBy   حكم : ⊥

  

  

  :پس . ي مجاور مكمل يكديگرندمي دانيم كه در هر متوازي الاضلاع دو زاويه: اثبات 

CxBy

mn
CB

CB

mn ⊥→=∠ →

=∠+∠→=∠+∠→=∠+∠

=∠+∠+∠

÷

o
o

o

90

90
2

180

22
180

180

2

αα
  

***  

 اخلـي يـك متـوازي الاضـلاع ، يـك         ثابت كنيد كه شكل حاصل از برخورد نيمساز هاي زاويه هـاي د              :14

  .مستطيل است

 ، هر دو ضلع مقابل قبلطبق تمرين هاي : اثبات 

 موازي يكديگر بوده و هر EFGHچهار ضلعي 

لذا چهار ضلعي . دو ضلع مجاور بر هم عمودند

  .حاصل مستطيل است

***  
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  . هاي داخلي يك مستطيل ، يك مربع است ثابت كنيد كه شكل حاصل از برخورد نيمساز هاي زاويه :15

 EFGHبنابر تمرين قبل چهارضلعي: اثبات 

حال كافي است ثابت كنيم كه . مستطيل است

  .در اين مستطيل دو ضلع مجاور مساويند

 به حالت BCG وADEچون دو مثلث

بين همنهشت هستند، تساوي دو زاويه و ضلع 

CGDE: پس ي مجاور به قاعده ، متساوي الساقين  به علت تساوي دو زاويهDCFاز طرفي مثلث . =

CFDF: است، پس =  

  :اكنون اگر تساوي هاي فوق را از هم كم كنيم، خواهيم داشت 

GFEFCGCFDEDF =→−=−  

  . دو ضلع مجاور مساويند، لذا اين چهار ضلعي مربع استEFGHي در مستطيليعن

***  

  .ي ضلع مربع را بيابيدي بين طول و عرض مستطيل و اندازه با توجه به تمرين قبل رابطه :16

در اين .  باشندcو bيل به ترتيبي طول و عرض مستط و اندازهaي ضلع مربعگيريم كه اندازه: حل 

  : درجه هستند، پس مي توان نوشت45 برابر αوβصورت چون زاويه هاي

  

  

  

  

)(

sin:

sin:

cbcbaDEDFEF

bDF
b

DF

DC

DF
CDF

cDE
c

DE

AD

DE
ADE

−=−=→−=

=→= →=

=→= →=

=∠∆

=∠∆

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2
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  )19ي صفحه( 

 ربع حاصل از برخورد نيمساز هاي زاويه مي باشد، طول ضلع م3 و عرض آن 5 طول يك مستطيل  :17

  .هاي داخلي آن را بيابيد

  :حل 

235
2

2

2

2 =−=−= )()( cba  

***  

با رسم ميانه و ارتفاع وارد بر .  درجه است15 برابر Bيي زاويه ، اندازهABCي در مثلث قائم الزاويه :18

ارتفاع وارد بر وتري هوتر نشان دهيد، انداز
4

1
  .ي وتر است اندازه

 درجـه مـي     75 برابـر    Cيچون زاويـه  ،  ABCدر مثلث  :حل  

 درجه 15 برابر 1Aيي زاويه، اندازهACHپس در مثلث. باشد

  .مي باشد

o151 =∠A  

MBAM، چونAMBدر مثلث    : مي توان نتيجه گرفت=

o153 =∠=∠ BA  

  :پس . قائمه استBACي و چون زاويه

o6015159090 312 =+−=∠+∠−=∠ )()( AAA  

  : پس . درجه مي باشد30 برابر2Mيي زاويه اندازهAMHلذا در مثلث

AMAH
2

1=  

  لذا . ي وارد بر وتر است  ميانهAM پاره خطABCدر مثلث

BCAM
2

1=  

  :در نهايت خواهيم داشت

BCBCAMAH
4

1

2

1

2

1

2

1 === )(  

o
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  )20ي صفحه ( 

 مي BC وAD به ترتيب وسط هاي ضلع هايN وMنقاط ،ABCD الاضلاع در متوازي :19

QCPQAP  موازيند؟ به كمك آن ثابت كنيدDN وMBچرا خط هاي. باشند ==  

  

  

  

  

BCADچون :حل  11:لذا .  مورب استACَ و قطر|| CA ∠=∠  

  

  

  

  

11
MNDCNAMB ض زض

CNAM

CA

DCAB

∠=∠→∆≅∆ →








=
∠=∠

=
)()(  





∠=∠
=

→∆≅∆ →








∠=∠
=

∠=∠

11

   ز ض ز

11

11 1

QP

QCAP
QCNPAM

NM

CNAM

CA
)(

)()(  

21پس .  متقابل به رأس هستند∠2Q و ∠1Qو چون  QQ 21 و لذا ∠=∠ QP ∠=∠  

DNMBپس نتيجه گرفته مي شود كه ||  

  . مي نويسيمADQي تالس را در مثلث اكنون قضيه

)(21 PQAP
PQ

AP

PQ

AP

MD

AM MDAM =→= →= =
  

  .خواهيم داشت) 2(و) 1(و در نهايت به نتايج 

QCPQAP ==  

P 

Q 

M N 

B A 

D C 

P 

Q 

M N 

B A 

D C 

1 
1 1 

2 
1 1 
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 ي دهم رياضيپايه................................... ................................... ....................................1ي هندسه درسنامه

  )21ي صفحه( 

يـك متـوازي    . ثابت كنيد،اگر وسط هاي ضلع هاي هر چهارضلعي را به طور متوالي به هم وصل كنيم                 :20

   .الاضلاع پديد مي آيد

  :حل 

  

  

  

  

  :لذا .  مي باشندAD وAB به ترتيب وسط اضلاعN وM نقاطABDدر مثلث 

BDMN
2

BDMN     و     =1 ||  

  :لذا . ند مي باشCD وBC به ترتيب وسط اضلاعP وQ نقاطBCDدر مثلث 

BDPQ
2

BDPQ     و     =1 ||  

  .پس متوازي الاضلاع است. موازي و مساويندMNPQدر نتيجه دو ضلع مقابل چهارضلعي

يل اين چهارضلعي بايد چه ويژگي اي داشته باشد تا اين متوازي الاضلاع مستط        ،   20 با توجه به تمرين       :21

   يا لوزي شود؟

. اگر قطرها بر هم عمود باشند، متوازي الاضلاع به دست آمده لوزي است و اگر قطرها با هم برابر باشند: حل 

  .متوازي الاضلاع مستطيل است

چه رابطه اي بين محيط متوازي الاضلاع پديد آمده بـا انـدازه هـاي قطرهـاي                 ،   20 با توجه به تمرين       :22

  ود دارد؟چهارضلعي اوليه وج

   .ي تالس ، تناسب هاي زير را مي نويسيم با توجه به قضيه:حل 
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  )22ي صفحه ( 

  :  داريمABDدر مثلث 

BDMN
2

1=        

BDPQلذا  .  متوازي الاضلاع استMNPQو چون چهارضلعي 
2

1=  

  : لذا :داريم ABCدر مثلث 

ACMQ
2

1=       

ACNPلذا  .  متوازي الاضلاع استMNPQو چون چهارضلعي 
2

1=  

  .  را مي توان به صورت زير به دست آوردMNPQاكنون محيط چهارضلعي 

MQPQNPMNPMNPQ +++=  

)( ACBDACBDACBDACBD +++=+++=
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
  

ADBC +=  

  .يعني محيط متوازي الاضلاع بدست آمده نصف حاصل جمع اندازه هاي قطرهاي چهارضلعي اوليه است

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 
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  )24ي صفحه( 

  موسفصل 

   بردهاي آنرمساحت و كا : موددرس  

در اين درس . مفاهيم اساسي و مهم در هندسه محسوب مي شوديكي از مفهوم مساحت يك چندضلعي 

  . كنيمرا به همراه كاربرد هايي از آن را بيان مي مفهوم مساحت 

***  

   سطح و واحد آن�

 .نامند مي) واحد سطح( باشد را مربع واحد ي طول ضلع آن يك واحد طولهر مربع كه اندازه: تعريف 

 

                                                             

 

به عبارت ديگر مساحت يك . شود گيري مي معمولاً مساحت هر شكل با تقسيم آن به تعدادي مربع واحد اندازه

  .كند ناحيه، مقدار فضايي از صفحه است كه آن ناحيه اشغال مي

              

  

***  

   اصول مساحت�

  . يك عدد حقيقي مثبت است، مساحت هر شكل در صفحه :1

ها  هاي آن بخش هاي مجزايي تشكيل شده باشد، مساحت آن برابر مجموع مساحت  اگر يك شكل از بخش :2

                ) ها اصل مجموع مساحت (.است

21 SSSt +=  

  .هاي مساوي دارند مساحتهاي همنهشت   شكل :3

 . مساحت مستطيل برابر حاصل ضرب طول در عرض آن است :4

baS .= 

 

طول  واحد 1

  طول

  واحد سطح 1

  مربع واحد

1S 
2S 

b

a  
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  )25ي صفحه( 

 .آن است مساحت هر مربع برابر مجذور اندازه يك ضلع :نتيجه 

2aS = 

  .)تهر مربع يك مربع واحد اس( .حساب كنيددر هر مورد مساحت قسمت رنگي را   :1تمرين

  

  

  

  

  .طول مستطيل را بيابيد.  است12 برابر مساحت مربعي به ضلع 9 مساحت مستطيلي به عرض :2تمرين

  .در اين صورت داريم.  باشدxاگر طول مستطيل: حل 

  مساحت مستطيل= مساحت مربع 

2129 )(=x  

161449 =→=→ xx  

***  

  ندسي مهم مساحت اشكال ه�

  .در ادامه قضاياي مربوط به مساحت شكل هاي مهم هندسي را مطرح مي كنيم

 .  قائمه آن استيالزاويه برابر نصف حاصل ضرب دو ضلع زاويه مساحت مثلث قائم )قضيه

 خطي موازي Cو از رأسBC خطي موازي ضلعAابتدا از رأس: اثبات 

كنيم واضح است كه چهارضلعي حاصل مستطيل است و از  رسم مي ABعضل

  :تشكيل شده است لذا ADC وABCدو مثلث همنهشت و مجزاي

)()()()( ADCSABCSBDCABC

ADBC

ACAC

DCAB

=→∆≅∆ →








=
=
=

ضضض
  

  ba.
2

=× مساحت مستطيل =1
2

1
)(ABCS  

a

a

 )الف(

 )ب(
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C b

a
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  )26ي صفحه( 

  .)هر مربع يك مربع واحد است.( حساب كنيدمساحت قسمت رنگي را   :3تمرين

  

  

  

  

  .ي قاعده در ارتفاع نظير آن برابر استالاضلاع ، با حاصل ضرب اندازه  مساحت هر متوازي)قضيه 

 :كنيم آنگاه داريم عمود ميDCخطي بر امتداد ضلعBاز رأس: اثبات 

 

  

  

  

  از طرفي

   ABCDالاضلاع مساحت متوازي = ADHمساحت مثلث+ ABCHمساحت چهارضلعي   

      = BCKمساحت مثلث  + ABCHمساحت چهارضلعي

DCAHAHAB ..   = ABKH مساحت مستطيل==

  .  نظير آن استي مساحت هر مثلث برابر نصف حاصل ضرب ارتفاع در قاعده)قضيه 

 خطي موازي Cو از رأس BC خطي موازي ضلعAاز رأس: اثبات 

الاضلاع است   پس چهارضلعي حاصل متوازي.كنيم  رسم ميABضلع

  .و از دو مثلث همنهشت و مجزا تشكيل شده است

)()()()( ADCSABCSBDCABC

ADBC

ACAC

DCAB

=→∆≅∆ →








=
=
=

ضضض
 

   : ذال

  ABCمساحت مثلث= الاضلاع  نصف مساحت متوازي    

BCAHABCS ×=→
2

1
)(  

D

B

KCH

A

x

xD ∠=∠→DCمورب وBCAD ||  

BCAD = )()( BCKADH ∆≅∆→




 
 )ي حادهويهاوتر و يك ز(

)()(
∆∆

=→ BCKSADHS

A  

H  

D

C  B  
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  )27ي صفحه( 

طر بر هم عمود باشند، مساحت آن چهارضلعي برابر نصف حاصل ضرب اگر در يك چهارضلعي دو ق )قضيه

 .قطرهاي آن است

  :توان نوشت  مي مقابل هايبا توجه به شكل: اثبات 

)()()( CBDSABDSABCDS +=  

BDHCBDAH ..
2

1

2

1 +=  

ACBDHCAHBD
AC

×=+=
2

1

2

1
).( 43421  

  

)()()( CBDSABDSABCDS −=  

BDHCBDAH ..
2

1

2

1 −=  

ACBDHCAHBD
AC

×=−=
2

1

2

1
).( 43421  

  :نتيجه 

   .با نصف حاصل ضرب قطرهاي آن برابر استآن مساحت  لذا  ،بر هم عمودند لوزي چون قطرهاي )1

  با نصف حاصل ضرب قطرهاي آن برابر است آن مساحت ، لذا  بر هم عمودندكايتچون قطرهاي  )2

 .قطر آن برابر استي  مساحت هر مربع با نصف مجذور اندازه)3

 

 

    rBDAC ==  

    2

2

1

2

1

2

1
rrrSBDACSBDAC ==→=→⊥ ..    

***  
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  )28ي صفحه( 

  . مساحت ذوزنقه برابر نصف حاصل ضرب مجموع دو قاعده در ارتفاع آن برابر است)قضيه 

DCABچون : اثبات  hBHDK پس بديهي است كه || ==   

  : همچنين 

    )()( BDCSABDS +=)(ABCDS   

  DCBHABDK ..
2

1

2

1 +=  

    bhah ..
2

1

2

1 +=  

    hba )( +=
2

1
  

 به Cي را از طرف نقطهDCي و قاعدهDCي به اندازهBي را از طرف نقطهABي قاعده:روش دوم 

. بديهي است كه در چهار ضلعي بدست آمده دو ضلع مقابل موازي و مساويند.  امتداد مي دهيمABياندازه

   :لذا. پس اين چهار ضلعي متوازي الاضلاع مي باشد و مساحت ذوزنقه نصف مساحت آن است

  

  

  

)()( AEFDSABCDS
2

1=  

hbaS )( +=
2

1
  

***  

  : براي حل تمرين

  . شكل مقابل را حساب كنيدي مساحت ذوزنقه :4
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  )29ي صفحه( 

الزاويه حاصل ضرب دو ضلع زاويه قائمه با حاصل ضرب وتر در ارتفاع  ثابت كنيد كه در هر مثلث قائم :  5

  .وارد بر وتر برابر است

 بين آن دو يلاضلاع با  حاصل ضرب هر دو ضلع در سينوس زاويه ثابت كنيد كه مساحت هر متوازي ا :6

  .ضلع برابر است

 بين آن دو ضلع ي  ثابت كنيد كه مساحت هر مثلث با نصف حاصل ضرب هر دو ضلع در سينوس زاويه :7

  .برابر است

حساب به به كمك ماشين در صورت لزوم سينوس زاويه ها را  ( .هاي زير را حساب كنيد   مساحت مثلث :8

  .)دست آوريد

  

  

  

  .  باشد72  مساحت مربعي را حساب كنيد كه طول قطر آن :9

ي يك مثلث متساوي الساقين از دو ساق آن هاي هر نقطه واقع بر قاعده  ثابت كنيد كه مجموع فاصله :10

 1.با ارتفاع وارد بر يك ساق آن برابر است

 

  

CHPFPE =+  

ي مثلث متساوي الساقين از دو تفاضل فواصل هر نقطه واقع بر امتداد قاعده) قدر مطلق(ثابت كنيد كه   :11

  .ساق آن مثلث مقداري ثابت بوده و برابر ارتفاع وارد بر ساق ها است

  . كنيدرا پيدااضلاع مثلث ي هر كدام از اندازه است، 40 متساوي الساقيني مساحت مثلث قائم الزاويه :12

ي عرض مستطيل را اندازه.  برابر است9 با مساحت مستطيلي به طول 26 مساحت مربعي به قطر: 13

  .بدست آوريد

                                                 
1
 .ارتفاع وارد بر ساق ها ، مساوينددر هر  مثلث متساوي الساقين، دو .  

P
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  )30ي صفحه( 

 ، مربع و  به ترتيب ذوزنقهي اصليچهارضلعي ها( . در هر مورد مساحت قسمت رنگي را به دست آوريد :14

    .)متوازي الاضلاع هستند

 

 

  

  

  .ساحت شكل مقابل را حساب كنيد  م :15

  

  

 با توجه به شكل مقابل مساحت قسمت رنگي را به :16

  .)هر سه چهارضلعي مربع هستند. ( دست آوريد

  

  

 و نسبت اندازه هاي دو قطر 102ي هر ضلع در يك لوزي اندازه  :17
3

1
مساحت لوزي را پيدا .  است

  .كنيد

baدر شكل مقابل  :18 ي مسئله. ( مساحت مساوي دارندAOB وCODنشان دهيد كه دو مثلث ، ||

  )پروانه

  

  

  

  

***  
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  )31ي صفحه( 

   مفهوم محيط �

  . مي نامندشكلي بسته را محيط آن  سادهشكلي يك ي طولي مرز يا كنارهاندازه

  .يط يك چند ضلعي محدب برابر مجموع اندازه هاي اضلاع آن استمح: نتيجه 

محيط . شكل مقابل از يك مربع و يك مثلث متساوي الاضلاع تشكيل شده است: مثال

  .آن را محاسبه كنيد

  

***  

   مساحت و محيط دايره�

  . نمودتوان به صورت زير محاسبه  را ميrمساحت و محيط هر دايره به شعاع

    2rS π=مساحت   

    rP π2=محيط   

  .پذيريم اين دو رابطه را اينجا بدون اثبات مي

  : براي حل تمرين

  .متر باشد  سانتي10 قطر آن ياي را حساب كنيد كه اندازه  مساحت و محيط دايره:19

 چهارضلعي »الف«در مورد(.ت رنگي را به دست آوريدهاي زير در هر مورد مساحت قسم با توجه به شكل: 20

  .) چهارضلعي ها مستطيل و ذوزنقه مي باشند»د« مربع و در مورد 

 

                                                                    

 

 

 
  .مربع شكل مقابل را در نظر بگيريد : 21

  .مساحت گلبرگ را حساب كنيد: الف 

  . درصد مساحت مربع است57  گلبرگمساحتثابت كنيد كه : ب 

4  

r

10 

20 

 )الف(

6 

12 

 )ج(

36 

48 
 )د(

2 

 )ب( 
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  .مساحت گلبرگ را بدست آوريد.  سانتي متر است20 ضلع مربعي  :22

  . را حساب كنيدمقابلي نيم دايره مساحت و محيط  :23

  

  

  

***  

  : حل چند تمرين 

d وd در شكل مقابل دو خط :24 ثابت .  هر دو متوازي الاضلاع اندABEF و ABCD موازي اند و ′

  . كنيد كه اين دو چهارضلعي مساحت هاي برابر دارند

  

  

  

  

  

  :ن نوشت  هر دو متوازي الاضلاع اند، پس مي تواABEF و ABCD چون دو چهارضلعي :حل 

EFAB DCAB  و = =  

EFDCلذا    . يعني قاعده هاي اين دو متوازي الاضلاع  هم اندازه اند  ،=

  

  

  

  

d وdاز طرفي چون دو خط   : پس . اع مشترك دارند موازي اند، لذا اين دو متوازي الاضلاع ارتف′

)()( ABCDSKHABKHEFABEFS =×=×=  

cm10 

d 

d ′ 

A B 

C D E F 

K 

H 

d 

d ′ 

A B 

D E F C 
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  .ي شكل مقابل را حساب كنيد مساحت ذوزنقه :25

  

  

  

  .  را رسم مي كنيمBK و AH ارتفاع هاي :حل 

  :لذا. تساوي وتر و يك ضلع همنهشت هستند به حالت BCK وADHيدو مثلث قائم الزاويه

xCKDH ==  

  :لذا .  مستطيل استABKHچهارضلعي

bKH =  

  

  

  :پس مي توان نوشت

xbaxbxaKCKHDHDC 2+=→++=→++=  

)( bax −=→
2

1
  

  : داريم ADHاز طرفي در مثلث

xh
x

h

x

h =→=→= 145)tan(  

  :در نهايت مساحت ذوزنقه را به شكل زير به دست مي آوريم

)()()()( 22

4

1

2

1

2

1

2

1
bababahbaS −=−×+→+=  

  .ي فيثاغورس را ثابت كنيدي شكل مقابل ، قضيه به كمك مساحت ذوزنقه :26

  

  

  

A B 

D C 

o
45 o

45 

b 

a 

A B 

D C 

o
45 o

45 

b 

b 

H K 

h 

x x 

a 

a 
a 

b 

c 

b 

c 
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 .ي آن برابر است بديهي است كه مساحت ذوزنقه با مجموع مساحت هاي مثلث هاي تشكيل دهنده:حل 

  : پس

  

  

2
321 2

1

2

1

2

1

2

1
abcaabcbcSSSS +=++=++= .  

cb و ارتفاع آنc وbهمچنين واضح است كه قاعده هاي ذوزنقه   :پس .  است+

))(( cbcbS ++=
2

1
  

  :لذا .  اين دو نتيجه بايد مساوي باشند

2

2

1

2

1
abccbcb +=++ ))((  

222

2

1
2

2

1
abccbcb +=++→ )(  

222

2

1

2

1

2

1
abccbcb +=++→  

2222222

2

1

2

1

2

1
acbacb =+→=+→ ×

  

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 

  

a 
a 

b 

c 

b 

c 

3S 

2S 1S 
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   آن مساحتكاربردهاي: درس سوم 

  .در ادامه كاربردهايي از مفهوم مساحت را بيان مي كنيم

  مساحت مثلث متساوي الاضلاع �
  

   در اين صورت. ، را در نظر بگيريدaيك مثلث متساوي الاضلاع به طول ضلع

2ثابت كنيد مساحت اين مثلث برابر: الف 

4

3
aاست    .  

aي ارتفاع مثلث برابرثابت كنيد كه اندازه: ب  
2

3
  . است

  :حل 

  : مي دانيم كه در هر مثلث متساوي الاضلاع ، ميانه و ارتفاع بر هم منطبقند، پس :روش هندسي 

42

2
22222 a

aha
a

hABH −=→=+∆ )(:)(  

ah
a

h
2

3

4

3 2
2 =→=→  

  

2

4

3

2

3

2

1

2

1
aaahaABCS =×== )(.)(  

  :مثلثاتي روش 

  : الف 

22

4

3

2

3

2

1
60

2

1
aaaaS === )()sin())((  

  :ب 

ahahaahS
2

3

2

1

4

3

2

1 2 =→=→=  

h 
a 

a 

60 

h 
a 

a 

A 

B 
H 

C 2

a
 

2

a
 

a 
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  )36ي صفحه( 

   مساحت شش ضلعي منتظم�

  .مي توان به شكل زير محاسبه كرد را aمساحت يك شش ضلعي منتظم به طول ضلع

  .ي شش ضلعي منتظم را تعيين مي كنيمي هر زاويهابتدا اندازه

o120
6

180261802 =×−=×−= )()(

n

nα  

لذا بزرگترين قطر، نيمساز . از طرفي واضح است كه بزرگترين قطر هر شش ضلعي منتظم محور تقارن است

ي سوم  درجه دارد، پس زاويه60ي دو زاويهOABپس با توجه به شكل زير مثلث . زاويه هاي نظير آن است

ي مساوي دارد، در  سه زاويهOABچون مثلث .  درجه مي باشد60آن نيز

  .نتيجه متساوي الاضلاع است

از اين موضوع نتيجه مي شود كه هر شـش ضـلعي منـتظم توسـط قطرهـاي                  

.  تبـديل مـي شـود   aبزرگ آن به شش مثلث متساوي الاضلاع به طول ضلع  

  .بنابراين مساحت آن شش برابر مساحت يك مثلث مي باشد

22

2

33

4

3
6 aaS =×=  

  .ي شش ضلعي منتظم را تعيين مي كنيمي هر زاويهابتدا اندازه: روش دوم 

o120
6

180261802 =×−=×−= )()(

n

nα  

طابق شكل مقابل مرا شش ضلعي منتظم اضلاع حال اگر 

ي هر مثلث كوچك  هاي زاويهبنابراينكه اندازه. امتداد دهيم

 درجه مي 60ربرابتشكيل شده و همچنين مثلث بزرگ 

لذا هر يك از اين مثلث ها متساوي الاضلاع مي . باشند

 ، مساحت شش ضلعي منتظميينبراي تعپس . باشند

ع به لاسه مثلث متساوي الاضهاي مساحت مجموع 

 a3 را از مساحت مثلث متساوي الاضلاع به ضلعaضلع

  :بنابراين. كم مي كنيم

60 

α 

a 

O 

A B 

60 

α 

a A B 

60 

60 

60 

60 

a a 

a a 

a a 
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222222

2

33

4

36

4

33

4

39

4

3
33

4

3
aaaaaaS ==−=−= )()(  

***  

  :تمرين براي حل 

  . سانتي متر باشد10 ضلع آنياندازهالاضلاعي را حساب كنيد كه   طول ارتفاع و مساحت مثلث متساوي  :1

  . سانتي متر باشد10را حساب كنيد كه طول ضلع آن  شش ضلعي منتظممساحت يك   :2

***  

    ويژگي ميانه و مساحت�

  .ي مطلب توجه نماييدبه ادامه. هر ضلع مثلث ، ويژگي جالبي داردي وارد بر ميانه

  .ي هر ضلع مثلث ، آن را به دو مثلث با مساحت هاي برابر تقسيم مي كند ميانه)قضيه 

  

  

  

  :در اين صورت داريم.  فرض شودBCي وارد بر ضلع ميانهAMاگر: اثبات 

)()( AMCSABMSCMAHBMAHCMBM
AH

=→×=× →=
×

2

1

2

12

1

  

، دو مثلث با مساحت برابر ايجاد ) به جز دو سر ميانه( ثابت كنيد كه هر نقطه دلخواه روي ميانه  :3تمرين

  .مي كند

 از BCي وارد بر ضلع ميانهDM مي توان فرض كرد كه:حل 

  :ي فوق مي توان نوشت توجه به قضيهپس با.  استBDCمثلث

)()( DMCSDBMS =  

)()(همچنين چون  ACMSABMS   : پس مي توان نوشت =

)()()()( DMCSACMSDBMSABMS −=−  

)()( ACDSABDS =→  
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چهار مثلث هـم نهـشت و در نتيجـه بـا     .  اگر وسط هاي سه ضلع هر مثلث را به هم متصل كنيم          :4تمرين

  . برابر پديد مي آوردمساحت هاي

ي تالس ، مي دانيم كه اگر وسطهاي دو  به كمك عكس قضيه:حل 

پاره خطي بوجود مي آيد كه موازي . ضلع مثلثي را به هم وصل كنيم

  .و مساوي نصف ضلع سوم مثلث است

لذا تمام چهارضلعي هاي شكل مقابل متوازي الاضلاع بوده و هر 

  :لذا . ت تبديل مي شوديك توسط قطرش به دو مثلث هم نهش

4321423221 SSSSSSSSSS ===→=== ,,   

ي ايـن نقطـه تـا       ي هر مثلث در نقطه اي درون آن مثلث همرس اند، به طوري كه فاصـله                سه ميانه  )قضيه

وسط هر ضلع برابر     
3

1
ي نظير اين ضلع است و فاصله اش تا هـر رأس   اندازه ي ميانه 

3

2
ي نظيـر آن   ميانـه 

  .رأس است

اين دو ميانه همديگر را در نقطه اي .  را رسم مي كنيمABC از مثلثBN وAMي دو ميانه:اثبات 

 خطي BC ضلع وسطMاز.  درون مثلث قطع مي كنندGمانند

 قطع F را درAC رسم مي كنيم تا ضلعBNيموازي ميانه

 BC وسطMي تالس ، چون بنابر قضيهBNCدر مثلث. كند

 مي AC وسطN و چونNC نيز وسط ضلعFت، پساس

NFAF:پس. باشد 3=   

GMAM: ي تالس نتيجه گرفته مي شودو بنابر قضيه AMFهمچنين در مثلث 3=  

AMGMبنابراين
3

AMAG و=1
3

در نتيجه تنها نقطه اي روي نيم .  استM وA بينG و=2

AMAG است كهAMخط
3

2=.  

A 

D C B 

F E 1S 

2S 
3S 4S 
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B 

A C N 

M 

F 
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BNBGمشابه آن ثابت مي شود
3

 با اين ويژگي به دست Gيي دلخواه نقطه ، پس براي هر دو ميانه=2

  .در نتيجه سه ميانه همرس اند. مي آيد

MNABي تالس استفاده كنيد، چون وصل كنيد و از قضيهN بهMحال اگر از  پس =2

GMAG GNBG و=2   .نتايج مشابه آنچه كه در بالا داشتيم ، حاصل مي شود . =2

  . ثابت كنيد، ميانه هاي هر مثلث آن را به شش مثلث هم مساحت تقسيم مي كنند: 5تمرين

وجه به اينكه هر نقطه دلخواه با ت.  ميانه ها همرس اند، لذا شش مثلث از تقاطع آنها تشكيل مي شود:حل 

  :لذا. روي ميانه ، دو مثلث با مساحت برابر ايجاد مي كند

)()(:)( MGCSBGMSBGC =∆  

)()(:)( BGPSAGPSAGB =∆  

)()(:)( CGNSAGNSAGC =∆  

  : قرار مي دهيم و براي هر ميانه نتيجه مي گيريم كه z وy وxاكنون مساحت هاي اين مثلث ها را برابر

  :  داريم AMيبراي ميانه

yzxyxzACMSABMS =→+=+→= 22)()(  

  :  داريم BNيبراي ميانه

xzyxyzBCNSABNS =→+=+→= 22)()(  

zyxپس    .يعني مساحت هر شش مثلث يكسان است . ==

 BD قطرAM است و پاره خطBC وسط ضلعMي نقطه  ،ABCD در متوازي الاضلاع  :6تمرين

  .نشان دهيد.  قطع كرده استNرا در 

)()( ABCDSBMNS
12

1=  

  

  

  

G 

B 

A 

C 

N 

M F 

P 

x x 
y 

y z 
z 

M 

B 

C 

N 

D 

O 
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محل برخـورد  (O وBC وسطMچون: حل  

ــا ــط) قطره ــس ACوس ــد، پ ــي باش  BO م

 محـل برخـورد     N ميانه مي باشـند و     AMو

از طرفي چون ميانه هاي هـر مثلـث         . تآنها اس 

 را رسم كنـيم و امتـداد      CNهمرسند، پس اگر  

ميانه هاي هر مثلث، آن را به شش مثلث هم مساحت           .  به دست مي آيد    CEي سوم مثلث يعني   دهيم، ميانه 

  :پس . تبديل مي كند

)()()(

)()(

)()(
ABCDSABCDSBMNS

ABCBMNS

ABCDSABCS

12

1

2

1

6

1

6

1

2

1

=×= →

=

=
  

***  
  

  ي ويويانييه قض�

مجموع فاصله هاي هر نقطه درون مثلث متساوي الاضلاع از سه ضلع آن مقداري ثابت است و برابر ارتفاع 

  )ي ويويانيقضيه (.مثلث است

  

  

  

  

  

  

  

با توجه به .  را به سه رأس مثلث وصل مي كنيمABCي دلخواه درون مثلث متساوي الاضلاعنقطه: اثبات 

  : واضح است كه شكل

D 

M 

B 

C 

N 

O 

A E 

A 

O 

H 

1K 

3K 

2K 

B C 

a 
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)()(

...

...

1
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

321

321

321

OKOKOKaS

OKaOKaOKaS

OKBCOKACOKABSSSS

ABC

ABC
aBCACAB

OBCOACOABABC

++=→

++= →

++=++=

===
  

  :از طرفي واضح است كه 

)(.. 2
2

1

2

1
AHaAHBCS ABC ==  

  : داريم 2 و 1ي روابط و با مقايسه

aOKOKOK

AHOKOKOKAHaOKOKOKa

2

3

2

1

2

1

321

321321

=++→

=++→=++ .)(
  

2 برابرa مساحت مثلث متساوي الاضلاع به ضلع :توجه 

4

3
a و طول ارتفاع آن برابر a

2

3
  . مي باشد

 و 2 درون مثلث از سه ضلع ، برابر Mي اگر در يك مثلث متساوي الاضلاع، فاصله هاي نقطه :7تمرين

  .را محاسبه كنيدو مساحت مثلث ي ضلع و ارتفاع مثلث  باشند، اندازه6 و 4

***  

  مساحتخطوط موازي و  �
   

به .  موازي باشندCD وAB فرض كنيد كه)قضيه 

 O در نقطه اي مانندBD وACطوري كه دو خط

)()(:متقاطع باشند، ثابت كنيد OBCSOADS =  

كه اگر قاعده هاي دو مثلث منطبق بوده و ارتفاع هاي آنها يكسان باشند، آن دو مثلث مي دانيم : حل 

  :لذا . مساحت برابر دارند

 4241 SSSSBDCSADCS +=+→= )()(  

21 SS =→  
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  )42ي صفحه( 

  .اين ويژگي كه در هر ذوزنقه نيز بر قرار است، در حل مسائل كاربرد خوبي دارد

 متعلق به دو كشاورز مي ΙΙ و Ιي در شكل زير دو مزرعه  :8تمرين

براي سهولت استفاده از ماشين هاي كشاورزي اين دو كشاورز مي . باشند

 بين دو زمين خود را به يك پاره خط مستقيم ABCخواهند مرز مشترك

چگونه . هاي آنها تغيير نكندتبديل كنند به طوري كه مساحت هاي زمين 

  شما مي توانيد اين كار را براي آنها انجام دهيد؟

 خطي رسم كنيد كه Bي متصل و سپس از نقطهC بهA از : حل

 Aحال اگر.  قطع كندF وE بوده و دو مرز ديگر را در نقاطACموازي

  ي قبل واضح است كهطبق مسئله.  متصل كنيمFبه

 )()( FOCSAOBS =   

  . مي تواند مرز جديد بوده و جواب مسئله استAFپس خط

  . نيز مي تواند جواب مسئله باشدECمين دليل خطبه ه: توجه 

***  

  :براي مطالعه 

 را مي توان براي هاي مطرح شده روش حل تمرين  :بحث كلاسي

  .ي زير بحث كنيددر مورد حل مسئله.  نيز تعميم دادمقابلشكل 

  

ه طور  متر كه دو نفر ب15 و 38 زمين مستطيل شكلي به ابعاد  :9تمرين

اين زمين فقط . مساوي در آن شريك اند، مفروض است

 است، به يك كوچه راه MC=20 كهMياز نقطه

 را چگونه رسم كنيم تا زمين به دو MNمرز. دارد

  ي با مساحت هاي مساوي بين آن دو تقسيم شود؟قطعه
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5701538ن برابر   كل مساحت زمي    متـر  285لذا براي هر شخص بايد نصف آن يعني    .  متر مربع است   ×=

  :پس داريم. اين چهارضلعي ذوزنقه است.  شود285 برابر NBCMپس مساحت چهارضلعي. مربع برسد

285
2

1 =×+ BCMCNB )(  

1838202851520
2

1 =→=+→=×+→ NBNBNB )( 

***  
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  مساحت چندضلعي شبكه اي: درس چهارم 

  .ي سطح يك شكل يا منحني بسته معرفي مي كنيمبراي محاسبهجالب آخر اين فصل يك روش در 

  نقاط شبكه اي و مساحت  ����

به طوري كه فاصله ي هر دو نقطه .  ، نقطه ها روي خط هاي افقي و عمودي واقع اند هاي زيرمطابق شكل

 و چندضلعي هايي نقاط شبكه اي چنين نقاطي را .1برابر واحد باشد)  عمودي(ي متوالي روي يك خط افقي 

  . مي نامندچندضلعي هاي شبكه اي را كه تمام رأس هاي آنها روي نقاط شبكه اي واقع اند، ABCDمانند 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    با توجه به شكل زير تعيين كنيد، كدام چندضلعي شبكه اي است؟ :1تمرين

  

  

  

  

  

  

  

                                                 
 .به عبارتي ديگر مختصات تمام نقاط عدد صحيح باشند.  1

)1( 

)3( 

)2( 

)4( 
)5( 

)6( 

A B 

C 
D 
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روي ) 1(يك رأس شكل زيرا  .شبكه اي هستند)  1(مطابق تعريف تمام چندضلعي ها به جز شكل : حل 

  . شبكه اي نيستيهنقط

نقاط  را  و نقاط شبكه اي درون چندضلعينقاط مرزينقاط شبكه اي روي رأس ها و ضلع هاي چندضلعي را 

 يك ABCD چهارضلعي زيرطور مثال در شكل  به . شبكه اي براي چند ضلعي شبكه اي مي نامنددروني

  .ي دروني شبكه اي است نقطه3ي مرزي و  نقطه4 و داراي چهارضلعي شبكه اي است

  

  

  

  

 iبا شبكه اي را  و تعداد نقاط دروني bدر چند ضلعي هاي شبكه اي ، تعداد نقاط مرزي شبكه اي را با 

  .نشان مي دهند

     .  در هر مورد تعداد نقاط مرزي و تعداد نقاط دروني را تعيين كنيد :2تمرين

  

  

  

  

  

  

  

ي دروني مي تواند داشته ي مرزي و حداقل چند نقطهاي، حداقل چند نقطه يك چندضلعي شبكه: 3تمرين

  باشد؟

.  طبيعي و تعداد نقاط دروني يك عدد حسابي است در هر چندضلعي شبكه اي تعداد نقاط مرزي عدد:نتيجه 

  :يعني

Wi   ∋Nb   و∋

)1( 
)2( 
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  مساحت چندضلعي شبكه اي 

 توان با بكار بردن مساحت مثلث هاي قائم الزاويه و مستطيل ميواضح است كه ،  زير با توجه به شكل

  . را محاسبه كردمساحت چهارضلعي شبكه اي 

  

  

  

  

  .اين روش محاسبه با امتداد اضلاع و تشكيل مثلث هاي قائم الزاويه انجام است

  

  

  

  

ي كناري را كم كنيم، مساحت چهارضلعي اگر از مساحت مستطيل بدست آمده، مساحت سه مثلث قائم الزاويه

ABCDبه دست مي آيد .  

4211841
2

1
21

2

1
21

2

1
42 =−−−=××−××−××−×= )()()()(S  

  .، مساحت ، چندضلعي هاي شبكه اي زير را محاسبه كنيدبه اين روش   :4تمرين
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. كشف كردي مساحت چندضلعي هاي شبكه اي فرمولي براي محاسبه) 1859  - 1943(جرج الكساندر پيك 

طبق اين فرمول كافي است تعداد نقاط دروني شبكه اي و تعداد نقاط مرزي شبكه اي را داشته باشيم، تا 

  .دست آيدمساحت چندضلعي به 

1
2

−+= i
b

S  

  . براي مثال مساحت چندضلعي شبكه اي زير طبق اين فرمول به صورت زير است

  

  

  

  

 3=i      4       و=b  

413
2

4
1

2
=−+=−+= i

b
S  

  . مستطيل به دست آورديماين نتيجه را در تمرين هاي قبل نيز به كمك مثلث هاي قائم الزاويه و

  . مساحت چندضلعي هاي شبكه اي زير را محاسبه كنيد، به كمك فرمول پيك :5تمرين
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اجي ت، از اثبات استننياز به مقدمات زياد   در اينجا فرمول پيك را به طور شهودي مي پذيريم و به جهت              : توجه  

اين فرمول مساحت شكل هاي نامنظم هندسي        اضافه مي شود كه مي توان به كمك          .آن خودداري مي كنيم   

  .را نيز به طور تقريبي پيدا كرد

  

مـي تـوان تقريـب    ) ي افقي و عمودي بين نقـاط شـبكه اي   فاصله( واضح است كه با كوچك كردن واحدها        

  .بهتري از مساحت به دست آورد

ي مـساحت   مثال محاسبه راي  ب.  كاربردهاي مختلفي دارد   .... و   اين فرمول در باستان شناسي و زيست شناسي       

   ..... اثر پاي يك دايناسور و  مساحتيبرگ درخت ، محاسبه

  . به كمك فرمول پيك ، مساحت قسمت سايه زده را محاسبه كنيد :6تمرين
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  . به كمك فرمول پيك ، مساحت قسمت سايه زده را محاسبه كنيد :7تمرين

  

  

  

  

  

  

  

  . را بيابيد بيرونيچندضلعيتعداد نقاط دروني .  مي باشد5/36در شكل زير ، مساحت قسمت رنگي   :8تمرين

  

  

  

  

  

  

ندضلعي دروني از چند ضلعي واضح است كه مساحت قسمت رنگي با تفاضل مساحت مساحت هاي چ :حل 

 به ترتيب 2i و 2b  به ترتيب تعداد نقاط مرزي و دروني چندضلعي بيروني و1i و 1bاگرحال . بيرون است

  :  صورت مي توان نوشت، در اينفرض كنيم تعداد نقاط مرزي و دروني چندضلعي دروني

21 SSS −=  

21
21

2
2

1
1

2
1

2
1

2
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bb
Si

b
i

b
S −+−=→−+−−+=→ )()(  

  :طبق معلومات مسئله داريم
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اگر مساحت اين . در يك چندضلعي شبكه اي ، تعداد نقاط دروني سه برابر تعداد نقاط مرزي است  :9تمرين

  .يابيدتعداد نقاط دروني را ب.  باشد13چندضلعي برابر 

  :طبق مسئله داريم: حل 

4
2

7
1413

2
131

2
133 =→=→−+= →−+= ==

b
b

b
b

i
b

S
Sbi ,

  

12433 ===→ )(bi  

 4م نقاط مرزي فقط روي رئوس آن واقع اند، اگر مساحت لوزي تماشبكه اي در يك لوزي   :10تمرين

  .باشد، تعداد نقاط دروني را بيابيد

  : لذا S=4 و b=4واضح است كه : حل 

31
2

4
41

2
=→−+=→−+= iii

b
S  

 واحد n وmيك مستطيل شبكه اي با ضلع هاي افقي و قائم كه اندازه هاي ضلع هاي آن  :11تمرين

  . استmnبه كمك فرمول پيك ثابت كنيد كه مساحت مستطيل برابر. هستند، را در نظر بگيريد

در اين صورت روي طول مستطيل .  فرض كنيمn و عرض آن را mاگر اندازه ي طول مستطيل را : حل 

1+m 1 نقطه و به همين صورت روي عرض مستطيل+nا واضح است كه دو نقطه روي .  نقطه داريمام

از .  مي مانندn−1لذا نقاط روي عرض برابر . ي نقاط روي طول محاسبه شده اندعرض قبلاً در محاسبه

  اينجا نتيجه مي شود كه تعداد نقاط مرزي مستطيل برابر

)()()( nmnmb +=−++= 21212  

  .است

 ستون داريم و روي n−1چون . د نقاط دروني ستون اول و آخر را كنار مي گذاريمتعداي اما براي محاسبه

  پس تعداد نقاط دروني برابر .  نقطه استm−1هر ستون 

111 +−−=−−= nmmnnmi ))((  

  . است

  .لذا مساحت مستطيل ، طبق فرمول پيك به شكل زير است

mnnmmn
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جدولي تشكيل دهيد و تعداد نقاط مرزي و .  واحد است3 مساحت يك چندضلعي شبكه اي  :12تمرين

اگر اين چندضلعي شبكه اي مثلث .  كه امكان دارد، مشخص كنيدتعداد نقاط دروني را در حالت هاي مختلف

ترين تعداد ممكن را دارند، شكل هاي تي كه نقاط مرزي بيشدر حال. باشد در هر حالت شكل آن را رسم كنيد

  .چهارضلعي هاي نظير آن را رسم كنيد

  :طبق مسئله داريم: حل 

8231
2

3 =+→=−+→= ibi
b

S  

  . نتيجه مي شودi≤0 وb≤3از طرفي از اينكه 

8308020
32 ≤≤ →≥−→≥→≥ ≥× bbii b

  

)(و چون  ib −=   . را اختيار كند4 و 6 و 8 فقط مي تواند سه مقدار bلذا .  بايد زوج باشدb پس 42

  .به كمك اين اطلاعات مي توان جدول زير را تنظيم كرد

  حالت  الف  ب  ج

8  6  4  b  
0  1  2  i  
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  .را با توجه به حالت هاي فوق رسم مي كنيمد مثلث شبكه اي اكنون به اين تعدا

  

  

  

  

  

  

  

  

  . قرار داد ضلعالبته مي توان رأي بالا را روي هر يك از نقاط بالايي

ير سه چهارضلعي نظير آن به صورت ز.  باشدb=8 و i=0 مقدار را دارند كه وقتي نقاط مرزي بيشترين

   .است

  

  

  

  

  

  

  .هاي ديگري را نيز رسم كنيدي بالايي مي توانيد، ذوزنقهبا تغيير دو نقطه

***  

  

  

  

 )ب( )الف( )الف(

 )ج(
 )ج(
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  نقاط شبكه اي و دستگاه مختصات

 به .ي شبكه اي اعداد صحيح مي باشندمطابق تعريف نقاط شبكه اي ، مي توان گفت كه مختصات هر نقطه

),( صورتي شبكه داراي مختصاتي بهعبارت ديگر هر نقطه baاست، به طوري كه bو a اعداد صحيح 

  .مي باشند

  

  

  

  

  

  

),(بديهي است كه اگر baAو ),( dcBي پاره خطاندازهاي باشند، در اين صورت ي شبكه دو نقطه AB 

  :به صورت زير است

22 )()( dbcaAB −+−=  

  :لذا 
222 )()( dbcaAB −+−=  

  : نتيجه 

  . يك عدد گويا است باشند،اينقاط شبكهكه ابتدا و انتهاي آن ي هر پاره خط اندازه  توان دوم ، : 1

ا تعداد نقاط مرزي و زير. ( استو مثبت اي يك عدد گويا طبق فرمول پيك، مساحت هر چند ضلعي شبكه : 2

  .)دروني يك عدد طبيعي است

 ثابت كنيد كه مثلث متساوي الاضلاعي وجود ندارد كه مختصات هر سه رأس آن عدد صحيح  :13تمرين

  .باشند

تصات تمام رئوس آن خوجود دارد، طوري م mفرض كنيم كه مثلث متساوي الاضلاع به طول ضلع: حل 

مي دانيم كه مساحت هر از طرفي . مساحت آن طبق فرمول پيك يك عدد گويا استلذا . اشندعدد صحيح ب

a 

b 
),( baP 
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2مثلث متساوي الاضلاع برابر

4

3
mچون مساحت مثلث نمي تواند .  است و اين يك عدد گنگ مي باشد

  .هم گنگ و هم گويا باشد، پس چنين مثلثي وجود ندارد

***  
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